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要 旨 われわれは， いろいろな分野において， しばしば次のような問題に直面する。 “与えられた
複数の点を通るなめらかな曲線を求めよ"。

この問題を解決する方法としては， 自在定規か雲型定規などを用いて複数の点が与えられた紙のうえ
で， 曲線を求める方法が一般的である。 そこで， コンピュータを利用したさまざまな支援装霞でも， コ

ンピュータのデジタノレ処理を利用して， 上記曲線と同等の曲線を求めることが必要となる。 本稿では，
複数の点を通る滑らかな補閉曲線を求める数学的方法で， 工学的に利用価値の高いものとして， パラメ

タ変数を利用したスプライン関数が挙げられることを示した。
また， 曲線の締闘のためのデジタノレ処理のうちで， スプライン関数のような区間多項式を利用した場

合に， 安定した高速池阪を可能とする評価式を提案し， 定量的な検討を試みた。 この補間区間ごとに内
挿点数を増減させる評価式を利用すると， 複雑な(曲率の高し、)形状は， より綴密(内挿点せとより多く
使用する)に， そうでない直線ような形状は最小の内挿点で描闘する事が可能となる。 この毒事は補間曲
線関数が表現している形状を出来る限り忠実に描画しながら， その一方で， 補間曲線全体の描画時間を
短縮出来ることを意味している。

1. は じ め に

前回の紀要1)で目標とした， 簡易なデザイン

支援システムを構築するためには， 2次元 (最

終的には3次元) の図形を実用性を失わない範

聞で， 工学的に表現しなくてはならない。

コンピュータ(デジタル処理)で図形を表現，

処理するために以下の理論 (技術) の研究が 必

要となる。

第lに曲線の数学的記述に関する理論で， そ

の中でも滑らかな補間関数の工学的利用に関す

るの研究， 第2に曲線等で構成される図形河士

の関係記述方式の研究で， 特にグラフ理論を中

心とした位相幾何学の研究， 第3に3次元ディ
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スプレイ2)に代表される図形の表示 技術の研究

で， 新たな表示 方式の研究と それを具現化させ

るための機器の研究開発がある。

本紀要では， 以 上のうち， 曲線の工学的表現

方法の習得を目的として， パラメータ型スプラ

イン補間関数の検討を行うために， 実際に補間

関数のプログラムを作成して定量的な検討を試

みた。

次に， 曲線の描画のためのデジタル処理のう

ちで， スプライン関数のような広間多項式を利

用した場合に， 安定した高速描画を可能とする

評価式を提案し， 定量的に検討した。

2. 関形のデジタル表現

図形をデジタル情報として表現する方式には

大きく2通りある。

第1の方法は， 図形を人間の自には連続と 感

じる程度の離散点の連続として分解して， その
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座標をすべて計算機で記犠する方法。 この方法

の特徴は， 計算機の多量のメモリーを 必要とす

るかわりに， 自由な図形の表現が基本的に可能 1.0 

となる事が挙げられる。

第2の方法は， 図形 (例えば直線) の両端座

標等の最小の情報のみを計算機に記憶し， その

他の両端点を 結ぶ中間点の座標情報について

は， 両端点の数学的関係から， 計算により求め

る方法である。 この方法の特徴として， 曲線の

最小値の補問点 (例えば， 南端点) と その補問

点、間の数学的関係の記述により， 計算機の小量

のメモリーにより図形の表現が可能となる。 但

し， この方式の欠点として数学的関係記述の限

界から， 描画可能な範閤が限定されるがあるこ

とが挙げられる。

現実には， 計算機に曲線の座標情報を座標入

力装置などを用いて入力する場合， メモリ容量

の制限から， 多くの 擦データを入力する事が

できない。 このことは計算機を利用する コンピ

ュータグラフィ ックス技術に共通した問題とな

っている。 その打開策として， 物体 (曲線) を

計算機で表現するさいに， 物体を表現する各々

]1演序ずけられた離散的な入力データ点(座標点)

を曲線で 結んで表現するワーヤーフレーム法な

どを利用する事が一般的である。 このとき物体

に関するデータ点が多ければ， データ点どうし

を直線で 結んでも元の物体を十分再現できる

が， データ点が少ない場合には， 滑らかな補間

関数等で生成される曲線を用いて， あたかも多

くの点のデータを利用したのと同等に扱うこと

が 必要となる。

3. 物体の形状と数学的表現

図1の様な実験データの示す曲線は， それを

一義的に表現し算術的処理を可能とする理論的

数式表現が研究されている。

また， グラフィ ックスのような分野でも， さ

まざまな形状の数学的表現の研究が進められて
いる。 例えば， 図2などは， アルキメデスの螺

旋として知られていて， 一見すると貝殻の断面

ようにみえる。

ところが 2次元空間 上に存在するさまざまな
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図1 一般的実験デー タ

形状の線分 (点を含む) をアルキメデスの螺旋

のように， その形状がもっ特徴ごとに良く研究

された関数表現を切り替えて適用していては，

自由な図形表現を目的とした場合に， その自由

度を 極端に制限する事になる。 そこで， 同ーの

関数表示 で 2次元図形全体を表現する (パラ

メータを図形に応じて調整する) 手段が 必要と

なる。 このタイプの関数としてスプライン関数

と 呼ばれる与えられた複数の点をもとに滑らか

な補 閉曲線の関数式を生成する研究がなされて

いる。

ここで， 補間曲線の生成過程は人聞による場

合の それと類似している点が多くあるため， 対

比のために， 罰3にスプライン関数による補間

曲線の生成過程と人間の手作業による補間作業

過程を併記する。

まず， 手作業によって滑らかな曲線を生成する

場合は， 自在定規か雲 型定規を使用して， 複数

の点を与えられた紙の 上で、曲線をもとめる (鉛

筆等で連続して描画する) ことが一般的であ

る。 生成過程はまず紙の 上の複数の点の把握，

次に自在定規による滑らかな曲線 (補間曲線)

の生成， 最後に その補間崩線の描画である。

これに対し， 計算機によるデジタル処理による
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図2 アルキメデスの螺旋
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図3 手作業による補間曲線の生成過程とスプライ

ン関数による補間曲線の生成過程

場合は， まず与えられた複数の点の全ての座標

を求めて， 次に， これらの点を通る滑らかな補

間曲線関数を求める， 最後に， 生成した関数を
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適当な量の 内挿補問点を使用して， 実際の囲形

として表示 (描闘) する。

つまり， 人間が自在定規を利用した過程を コ

ンピュータ (各種 支援装置) は， スプライン関

数を生成することで代行している。 また， 図3

でも明らかなように， デジタル処理による場

合， 与えられた点を通る滑らかな補間曲線の良

否を決定する 内容には， 以下の2つの 内容があ

る。

0 デジタル処理で、生成する， 複数の点を通る

滑らかな補間関数が， し、かに現実の (人聞が生

成する) 鴎形に近い近似関数を 安定して生成し

得るか? これは， 人が自在定規等を利用し

て， し、かにきれいな曲線を作れるかと同等であ

る。

0 滑らかな補間関数として数学的に表現され

た， 補間曲線をどのくらL、忠実に， 表示(描翻)

出来るか?

これは， 自在定規等で作成した曲線を， し、か

に そのまま紙などに写し取るかと向等である。

ここで， 第l点目の問題には， 既存の補間多

項式のなかから， デザイン活動 支援するのに有

効と考えられるパラメータ型スプライン補間関

数を検討する。
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分の変更が， 全体の形状にまで影響を及ぼすよ

うな特徴を持つと円滑なデザイン活動が出来な

くなる。 また， 曲線の変更にともなう再計算に

必要なデジタル処理量 (時間) でも， 曲線全体

の再計算を部分変更のたびに繰り返すと時間が

かかりすぎ， デザインの修正作業の効率が著し

く減少して実用性のないものとなるためであ

(補足資料参照、の事)

また， 第2点目の曲線表現の忠実性について

は， 内挿補間点の偶数に関する評価式を提案

し， その効果もふくめた定量的検討を加える。

2. 補間点と補間関数

2次元に存在している形状は， 無限に近く，

その特徴ごとに別々の特化した関数表現を確立

することは不可能と考えられる。

そこで， 2次元形状を代表する特徴点 (また

は与えられた補間点) から， 本来の2次元形状

を一定の誤差の範閤で近似する種々の関数が考

案されている。 そのなかで， 与えられた複数の

点を通る滑らかな曲線を生成する関数に， 補間

多項式がある。

この補間多項式には， 大きく2種類ある。 第1

は， 与えられた補間点全て通るlつの関数を生

成して曲線を表現する種類。 第2は， 与えられ

た一対の補間点間を1つの補間区間として， そ

の区間ごとにl定の次数 (通常3次元) の多項

式として各々の補間毘間ごとに表現して， 全体

として生成すべき曲線を表現してし、く種類があ

る。

前者のように， 曲線全体をlつの関数で表現

する場合， 曲線近似多項式は一般に高次の多項

式となりやすく， 結果的に “ルンゲの現象" と

呼ばれる現象が発生することが多いため実用的

でない場合が多い。

一方， 補間区間ごとにたかだか3次の多項式を

それぞれ適用する種類の補間関数は， 上記の現

象は発生する可能性はない。

もう一つの特徴として， 複数の補問点のうち，

特定のl点の変更が補間曲線全体の再計算のつ

ながらない特徴をもっている。 この補間曲線の

部分変更が， 補潤曲線全体の変更につながらな

L 、点は重要である。

とくに， デザイン活動は全体のイメージづくり

から始めて最終的には， 部分修正 (変更) の連

続を繰り返して細部のデザインを決定していく

ことが一般的である。 この過程で， 曲線の一部

る。

最後に， スプライン関数は数学的計算方法で

x 座標→y座標の関数関係をもつが特定の x 座

標にたいして複数のy座標を持つことが出来

ない補間関数であるため， 本紀要ではこの問題

の解決している， x，yの2変数の他に媒介変数

tを導入した補開多項式 (パラメータ型スプラ

イン関数) として検討を行うものとした。

ここで， パラメータ型スプライン関数の有効

性を検討するために， 実際に， 服装学部l年生

4人に補間点を示 し補間曲線を自在定規を使用
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C. デジタル処瑛による摘爾
(計算の結果から、 5等分点のみプロット)

図4 手作業による代表的な国形の補問とパラメー

タ型スプライ ン関数
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して作成してもらった 結果と補間関数により求

めた曲線との差異を定量的に測定した。

ここで， 補間点を 結ぶ曲線の定量的判定のた

めに測定基準を以下のように規定した。

測定点、1 . 補問点、の絶対座標点での誤差

測定点 2. 補時点開直線距離を 5 等分した

点からの垂直距離

以 上の絶対量を測定し， 集計した。

この測定の 結果， 4人の描画した図形の誤差の

最 大値は， 補問点での誤差はOmm， 5等分点

での誤差は最 大2mm であった。

以 上の図形と同等の補問点情報を， パラメー

タ型スプライン関数に与えて補間関数を求め

て， 内挿点、を一律 4点として計算した 内挿補間

点が図 4の(c)で、ある。

計算の 結果は， 補間点での誤差はOmm， 5 等

分点での誤差の最 大値はlmm であった。

非常に限定された図形のみの比較で、しかない

が， 人閣の描画する図形と間程度の誤差で図形

を表現出来る可能性があることが分かった。

ここで， 非常に限定された範囲のなかで， 人間

の描画する平均的な補間曲線からの誤差は， 複

数の入閣の摘闘した曲線どうしの誤差の範囲 内

に含まれると考えられる。

3. 内挿点と評価式

補問点から求められた補間関数は， その(X

座標， Y座標) の関係を適当な最の具体的な点

及び線分で表現する事によって， はじめて人間

の自で認識できるものとなる。 逆に， 人間が認

識している補間関数の形状表現は， 与えられた

内挿点直線近似としてしか認識できない。 この

極端な例が図 5 である。 図中の補開関数自体の

表現と， 実際に人間に認識させるための直線近

似用の 内挿補間点と近似曲線では， 曲線の頂点

付近のカーブの形状が近似曲線の方が緩やかに

感じられる。

この問題は， 補間点と補間点との間の 内挿点を

無限 大にして 2次元形状の関係を表現すれ

ば， 解決することが出来る。 ただし， 現実の

/
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/
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。一一色補間関数として表現されたIUI線

0-ーや7市の内挿補!日j点で摘附した曲線

・一一・4 .1.1�:のl号挿補flJJ点で摘闘したl曲線

図5 内挿補問点と形状

1.0機器(例えばプリンタ， XYプロ ッタ等)

は， その構造 上の制約から最小の制御単位長が

存在するため， 補問点、聞の 内挿補間点を 無限に

求めても実用性はない。 また， 内挿補開点の数

値演算を計算機でデジタル処理する場合， 計算

機の演算能力にも十分な余力があるわけではな

いため， 現実に 必要と考えられる以 上の 内挿補

問点の計算をしてから曲線の直線近似をした場

合， 曲線の描画 そのものに時間がかかりすぎて

実用性がなくなる。

そこで， 補間曲線の描画に 必要となる 内挿点の

数を事 前に与えられた補問点から導出して， 安

定して， しかも高速な描画を行う 必要から， 以

下の様な評価式を提案し， 定量的な評価をくわ

えた。

ここで， 内挿補問点数の評価式を以下のよう

に定めた。 この評価式のねらいは， 曲芸容の高い

所での曲線の直線近似の表現には， 内挿点の数

を増加させ， 逆に， 直線の様な場合には， その

数を最小にすることである。

�==(a*1[a2J/ds*[曲率J) + (b*(1[a2J/dn))十1

(1 ) 
ここで\
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I[a，] 
点A、 から点Bまでの直線距離

A(XI.YI) 

図6 評価関数の定義図

N 内挿補間点数

l[azJ 点 al �点 azの直線距離

[曲率] :点 al， aZ， a3の2次差分商

ds 制御曲線距離

dn 制御直線距離

a 

b 

:曲率定数

: l直線定数

C(X3. Y3) 
a， 

ここで， 本紀要では， dn= 0.5， ds=0.25， 

a=5，. b=O. 25とした。

ただし， 以下に定める近傍 内での曲率はゼロ

とする。

曲 率 ゼ ロ 近 傍 ・ 点 al を中心と す る半径

1[ds*3Jの近傍

この評価式は， 図7， 8のように補間点 間の 内

挿補間点の数を算出する。

この評価式を， 各区間に適用し， 描画するlつ

先の 内挿補間点数との平均値を その補間区間の

補間点数とする。

この評価式により， 本来は 無限の 内挿点を使

用してしか表現できなかった形状を一定の評価

式のもとで， 限られた 内挿点(一定の誤差範関)

をもちいて， 高速で 安定した描画が可能とな

る。

その具体的な適用例を悶9に挙げる。

図9の特に曲率の高い 所の葉の部分と対照的に

曲率の低い花の部分に注呂して， その 内挿点数

を比較した場合に 内挿補問点数は，

a. 花 平均 46個

b. 茎(康線部分) 17個

C. 葉 平均 46偲

(但し， 最 大値93個)
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IIII率的問illi!î:傍([I!I半=0 ) 

内j'íMllIllj数
*10**2 

内挿補Illj}.'.(Vx:
*10*半l

となった。

ヲ*10**1

山Bの移!l'�J jil 

図7 評価式の特徴 その1

1111'手'抑制近傍([111'芋=0 ) 

B 

ラ '10ホ'1
点目の移動乱

図8 評価式の特徴 その2

例として検討した花の図形で、は， 曲率の応じた

内挿点数が導出できていることがわかる。 ま

た， 比較のために， 補問点間の 内挿点数を200

個に固定して描画した図形も求めた。
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(1) 始111]1時にi州市袖U\l{(が17:でない場合

(2) ì!í似刷i線の形状によりl人jj，"総I!lJl，(を明滅させた場合
iìtti:!t，ÿ!l!J ，w13分

(3) I"Jl申請ìJHJlf.を一寸!子200点とした場介
βI:lr時間I *-018分

図9 花の図

ここで， 内挿補間点200 個の花の摘画に 必要と

なった時 間は， 18分であり， 評価式を適用し

て， 内挿補間点を増減させた場合の 6倍の描画

時 聞がかかった。 ところが， 結果として表示さ

れた形状を比較した場合， その明確な差は人間

では認識出来ない誤蓋範囲 内に含まれるものと

思われる。

4. 今後の謀題

今回， 問題点として残る 内容は， 検討したノミ

ラメータ型スプライン補間多項式では補間点の

始点と終点の曲率の連続を保証しないため円が

描画できない点が挙げられる。

また， 補間多項式で表現された自由曲線は， 微

分， 積分も可能である。 とくに， スプライン関

数は， 特異点等の解析上の問題を持っていない

( 219 ) 

表1 花の図形を構成する点の座標

@6:標点 x@6:標 y座標

6 9.6 

2 2.2 9.8 

3 1.5 13.6 

4 4.6 14.9 

5 8 18.2 

6 10.6 15.3 

7 13 11. 3 

8 10.6 9.6 

9 6 9.6 

10 6.2 5.9 

11 6.5 1.3 

12 4 4.2 

13 1.6 3.9 

14 2.6 1.9 

15 6.5 1.3 

16 8.6 4.5 

17 11. 5 5 

18 9.6 2.6 

19 6.5 1.3 

ため， どのような図形も十分な近似ができれば

一定の数値計算のみで その特徴を算出する事が

出来る。

今後は， この特徴を利用して曲線の直線近似か

ら表現された形状の種々の特徴抽出の検討も行

う 必要がある。

5. ま と め

デジタル処理による図形の表現の習得を目的

として， パラメータ型スプライン補間多項式の

実用化の可能性について検討を加え， さらに，

その具現化をはかるために， 高速で 安定した描

画のための評価式の提案し， 定量的な検討を試

みた。

ここで， 内挿補時点に関する評価式が補間点
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から生成した補開多項式を 微分したものでない とする。

ため， 補間多項式の特徴に影響されない評価式

となっているが， 補間多項式自体のl次 微分関

数にもとづく評価式の検討もしなくてはならな

いだろう。

今後は， 検討する次元を増やして三次元の検

討を行う。 また， 二次元での閉曲線の取扱いの

検討もすすめる。
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〔補 足 資 料〕

O スプライン補間関数について

本紀要で検討の対象としたスプライン関数

は， 以下のように定義される。 閉区間[a，bJ 

で関数f(x)を近似する場合に， 区間[a，bJ を

n{悶に分割し， この小区間 内で それぞれ異なっ

た多項式でf(x)を近似する。 いま， 与えられ

た点を XO， X1， X 2，・・・・・田， Xn とし， その関数値を

それぞれ

fr=f(xr) (r=O， 1 ，2 ，・一一・， n) (補1 )

( 220 ) 

また， これらの分点により閉区間[a，bJ を

分割した小区間を

[Xj， Xj十1J (0話j話n-1 )

a= XO<X1 < ...... <xn= b  
とする。

(補 2)

(補2') 

このとき， 分割された各小区間でf(討を近

似する m 次多項式の全体は， “区間多項式" と

呼ばれる。

さらに， 区間[a，bJ で 2回連続 微分可能な

3次の区間多項式は “スプライン関数" とよば

れ， これを S(X)とあらわす。

このスプライン関数は分割された小芭間[Xj，

Xj+1J において以下に述べる条件で各係数が決

定される3次多項式

Sj (x) =Li=O， 3 aj戸 (0豆j;玉n-1 ) (補3)

で構成される。

ここで， 条件は， 以下の通りである。

Sj (X) =毛(0;玉j;五n-1 )

Sjー1(Xj)ヱコ有 (1 豆j;お)

S;-l (Xj) = S; (Xj) (1 豆j;:玉n-1 )

Sj'-l(Xj) =s;'(Xj) (1 ;五j豆n-1 )

(補 4)

(補 5)

(補6)

(補7)

但し， 本紀要で作成したプログラムは， Bース

プライン関数を基本とし， ドブァ・コックスの

漸化式を使用した， 桁落ちの少ないものを 参考

としTこ。

また， 補間関数にパラメータ変数を導入し，

(補2') の条件 (制約) のない “パラメータ型

スプライン関数" として利用した3)4)。
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